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Démonstration du Théorème de Pythagore en tant que 
« propriété caractéristique du triangle rectangle »
L’intérêt de cette démonstration est que, conformément au nouveau programme de 4ème, elle ne sépare pas « propriété directe » et « propriété réciproque ». 

Elle nécessite par contre un raisonnement par disjonction de cas. 
Elle est ici rédigée complètement pour des raisons mathématiques. Le professeur pourra naturellement la décomposer en travail de classe ou en temps libre pour en faciliter la compréhension par les élèves. L’outil informatique permettra notamment : 

· d’explorer la situation en faisant apparaître de manière dynamique différentes configurations ;

· de donner du sens au concept et de favoriser son appropriation par les élèves.

Soit un triangle ABC quelconque.  On pose BC=a, AC=b et AB=c.
Il s’agit de prouver que l’égalité a²=b²+c² est vraie lorsque le triangle est rectangle en A et seulement dans ce cas. 
L’idée de la démonstration est d’examiner les différentes positions du point A dans le plan, en distinguant d’emblée deux cas selon que le point A est extérieur ou non à la bande de plan délimitée par les droites 
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 et 
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, perpendiculaires à la droite (BC) respectivement en B et en C.

Premier cas : le point A est extérieur à la bande de plan délimitée par les droites 
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. 
a) si le point A est dans le demi plan délimité par la droite 
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 et ne contenant pas le point C, alors :
· b > a car le point A est extérieur au cercle de centre C passant par le point B ; on a alors b²+c² > a² ;
· l’angle BAC est nécessairement aigu car l’angle ABC est obtus.
b) si le point A est dans le demi plan délimité par la droite 
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 et ne contenant pas le point B, alors :

· c > a car le point A est extérieur au cercle de centre B passant par le point C ; on a alors b²+c² > a² ;
· l’angle BAC est nécessairement aigu car l’angle ACB est obtus.
Pour résumer, lorsque le point A est extérieur à la bande de plan, l’angle BAC est aigu et a² < b²+c².
Deuxième cas : le point A est intérieur à la bande de plan délimitée par les droites 
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Dans ce cas, la démonstration se fait par les aires et s’appuie sur la figure complète suivante dont la construction est donnée ci-après.
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On construit extérieurement sur chaque coté du triangle ABC les carrés BCDF, BALJ et CAL’J’.
On considère les hauteurs issues des trois sommets du triangle ABC. On note A’, H’ et H les pieds de ces hauteurs issues respectivement des points A, B et C. On désigne par A’’, K et K’ les points d’intersection respectifs de la droite (AA’) avec la droite (FD), de la droite (BH’) avec la droite (J’L’) et de la droite (CH) avec la droite (JL). 
Le point A étant intérieur à la bande de plan délimitée par les droites 
[image: image10.wmf]D

 et 
[image: image11.wmf]'

D

, le carré BCDF est scindé en deux rectangles BA’A’’F et CA’A’’D.

Deux autres rectangles apparaissent également latéralement : les rectangles BHKJ et CH’K’J’.
La propriété remarquable de cette configuration est : 

Aire(BHKJ) = Aire(BA’A’’F)  et  Aire (CH’K’J’) = Aire (CA’A’’D).
Et on a alors :   Aire (BHKJ) + Aire(CH’K’J’) = a²   (égalité *).
La démonstration de cette égalité est proposée à la fin de ce document. 
Revenons à l’étude de notre deuxième cas, en examinant trois sous cas selon l’angle BAC :
a) si l’angle BAC est aigu alors les points H et H’ appartiennent aux segments respectifs [AB] et [AC] ; les rectangles BHKJ et CH’K’J’ sont alors respectivement inclus dans les carrés BALJ et CAL’J’ ; d’après l’égalité *, on a alors a² < b²+c² ;
b)  si l’angle BAC est obtus alors les points H et H’ sont à l’extérieur des segments respectifs [AB] et [AC], de l’autre côté du point A ; les rectangles BHKJ et CH’K’J’ contiennent alors respectivement les carrés BALJ et CAL’J’ ; d’après l’égalité *, on a alors a² > b²+c² ;

c)  si l’angle BAC est droit alors les points H et H’ sont en A ; les rectangles BHKJ et CH’K’J’ sont alors respectivement égaux aux carrés BALJ et CAL’J’ ; d’après l’égalité *, on a alors  l’égalité a² = b²+c².
Conclusion 

On a examiné toutes les positions du point A dans le plan. On a finalement la disjonction de cas suivante : 
·  si l’angle BAC est aigu alors a² < b²+c² ;
·  si l’angle BAC est obtus alors a² > b²+c² ;
·  si l’angle BAC est droit alors a² = b²+c².
On en déduit le théorème suivant : « l’égalité BC²=AB²+AC² est vraie lorsque le triangle ABC est rectangle en A, et seulement dans ce cas ».

Démonstration de l’égalité * 
Montrons que : Aire(BHKJ) = Aire(BA’A’’F). 
On a  Aire(BHKJ) = 2 Aire(HJB). 

Or Aire (HJB) = Aire (CJB). En effet, les deux triangles ont même base et même hauteur relative car les sommets correspondants sont sur une  parallèle à la base (c’est une propriété vue en 5ème).

D’autre part, les triangles CJB et FAB sont superposables. En effet, ils ont les mêmes dimensions : AB=JB, BF=BC et angle(ABF) = 90°+ angle(ABC) = angle(JBC). (On peut également justifier l’égalité des dimensions par quart de tour de centre B). On en déduit que  Aire(CJB) = Aire (FAB).

De plus Aire(FAB) = Aire(FA’B). En effet, les deux triangles ont même base et même hauteur relative car les sommets correspondants sont sur une  parallèle à la base. 
Or Aire(FBA’A’’) = 2 Aire(FA’B). On en déduit que  Aire(BHKJ) = Aire(BA’A’’F).

On montrerait de même que : Aire (CH’K’J’) = Aire (CA’A’’D).

Finalement, l’aire a² du carré BCDF est égale à  la somme  Aire (BHKJ)
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Aire(CH’K’J’).
Remarque : on trouvera dans deux fichiers Geogebra joints des animations montrant toutes ces égalités ; elles ont été réalisées par Vincent Paillet et Joël Bonte.  Merci à eux.
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