Académie d’ORLEANS TOURS. as similitudes en Terminale S spécialité

(Par Annette Leroy)

Le vécu des éléves avant d’aborder les similitudes en Terminale S spécialité
« En classe de Seconde, les éleves ont étudié dagles semblables définis par I'égalité des angles
ou par I'existence d’'un coefficient d’agrandisseim@&aluction.
e lls ont vu des exemples de transformations :
translations, rotations et symétries depuis leegell; homothéties en classe de Premiére S.
* Dans le tronc commun de la classe de Terminale S :
translations, homothéties et rotations sont misexavre en liaison avec leurs formes complexes.
Dans ces études, les transformations agissent rdfaho une configuration (college, seconde), puis
sur le plan tout entier.
Les composées des transformations étudiées nepasrenvisagées systématiqguement, ni a fortiori
le groupe gu’elles constituent.

L’objectif de la spécialité
Il s’agit d’étudier les similitudes du plan, défsipar une condition de conservation :

on appelle similitude du plan toute transformatjoinconserve les rapports de distances.
C’est donc le choix d’une définition en « comprétien »:

on donne la condition que doivent vérifier les $itlomles et non la liste des similitudes.

Les similitudes dans I'ancien programme de spéciali te.
\ Dans le programme précédent, I'accent était misesucomposeées de transformations.
« les similitudes directes fixant un point O intrasi comme composées d’une homothétie de
centre O et d'une rotation de centre O ;
» décomposition d’'une rotation et d’'une translatiarpeoduit de symétries axiales ;
e composées de translations et de rotations ;
e composées de translations et de symétries axiales ;
» composées d’homothéties et de translations.
Les éleves disposaient en particulier d’'un inveatdes déplacements du plan :
En démontrant que toute similitude directe est d¢anmosée d'une homothétie et d'un
déplacement, on pouvait déduire I'étude des simidit directes de celle des déplacements.

Les similitudes dans le nouveau programme de spécia lité.
Dans les nouveaux programmes, I'étude des simiute repose plus sur celle des isométries et
I'étude des similitudes directes ne repose plusslle des déplacements.
Les isométries sont vraiment considérées commecaeparticuliers de similitudes et I'étude des
déplacements se fait en application de celle aeiitsides directes.
Dans un souci d'efficacité, le programme privilétge nombres complexes pour établir les résultats
sur les similitudes directes :
les éviter nécessiterait de plus longs développ&sm@tude préalable des déplacements, puis
composition de déplacements et d’homothéties).
Cependant, la résolution d’exercices et de probderme se limitera pas a du calcul dans le plan
complexe :
le professeur veillera a équilibrer les deux aspext proposant aussi bien des exercices
utilisant les nombres complexes que des exerciteke® similitudes apparaitront de facon
purement géométrique.
Les problemes de composition se poseront naturefiedans les exercices sans nécessiter un arsenal
théorique important.

Lien avec la classe de seconde.

Deux triangles ABC et A’'B’C’ sont semblables siseulement si il existe une similitude plahqui
transforme Aen A, BenB etCenC'.
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Ainsi, dans les exemples d’études de configuratiomsde lieux géométriques ou I'on décéle des
triangles semblables, se cachent des similitudess des isométries.
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Le contexte est celui du plan orienté.
z < . Ll .-
La donnée d’un repére orthonormal dlre(cﬁ;);u .V) permet d'utiliser le plan complexke

I. La notion de transformation.
« Une transformation du plan est une bijecfiodu plan dans lui-méme : cela signifie
d’'une part gu’a tout point M du plan est associ@mnigue poinfl(M), image de M paf ;
d’autre part que, pour tout point N du plan, ilsg&iun unique point M tel quigM)=N.
« La transformation réciproquk’ de la transformatioi est définie par la condition :
T(N=M = N=T(M),
Les notions générales de bijection et de bijeatémiproque ne sont pas au programme. Cependant,
ces termes pourront étre utilisés a I'occasion’dtitle des exemples de bijections du programme :
exponentielle et logarithme, puissance n et raohi@me, transformations géométriques. On peut
d’ailleurs noter que I’homothétie et la translationt déja permis en Premiére S une approche
intuitive de la notion de bijection.

Il. Les similitudes planes : définitions et exemple  s.
» Définition 1.

Une similitude (plane) est une transformatiodu plan qui conserve les rapports de distancest-¢’
TM)T(N) _MN
TPITQ PQ”

Remarque. On pourra noter gieétant une bijectionP # Qimplique T(P)# T(Q) .

a-dire telle que, pour tous points M, N, P et Qcab& Q, I'on ait :

* Théoreme 1.

Soit T une transformation du plan.
Tconserve les rapports de distances si et seulesiiEntultiplie les distances par un méme
nombre réel >0.

Autrement dit :

Test une similitude si et seulement si il existanambre réell >0 tel que
T(M)T(N)=A MN | pour tous points M et N.
Démonstration
1. Supposons guEest une transformation qui conserve les rappargistances. On déduit de la définition 1
TM)TIN) _T(P)T(Q)
M N PQ

gue, pour tous points M, N, P et Q ale# Q et M N, on a

TM) T(N
Autrement dit le rapport% est indépendant des points M et N. Appeldnsette constante
réelle. Elle est strictement positive ddrz N implique T(M) # T(N) . On en déduit que

T(M)T(N)=A MN pour tous points M et N aved # N . Et cette égalité est encore vraie lorsdlies N .
2. Laréciproque est immédiate.

» Deéfinition 2.
Etant donné un nombre ré#l>0, on appelle similitude de rappott toute transformatioi du
plan telle quel (M)T(N) =4 MN | pour tous points M et N.
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« Exemples de similitudes.

La transformatio est une similitude de rapport ..} et a pour écriture complexe
zl 7 avec ...

translation de vecteur A=1 Z=z+b
(b affixe dell)

homothétie de centr@ et de A :‘ k| Z-aw=k(z- &)

rapportk (réel non nul) (¢ affixe deQ)

rotation de centr&€ et d’angle | A=1 Z-w=¢" (z-w)

0 (¢« affixe deQ)

symétrie axiale d’axe\ A=1 Cas général ?? ?
Cas particulier. LorsquA est
I'axe des abscisseszi=7

[ll. Les isométries du plan : définitions et exemp  les.
»  Définition 3.

On appelle isométrie du plan toute transformatiompldn qui conserve les distances autrement d
toute similitude plane de rapport 1.

Exemples. Les translations, les symétries axidlseaotations (en particulier les symétries cdat)
sont des isométries.

t

IV. Réciproque d’'une similitude plane. Composée de deux similitudes planes.
On déduit directement des définitions les résuiaigants.
» Théoreme 2.

La composée de deux similitudes de rapports reigpelitet 4, est une similitude de rapport

A XA,

La transformation réciproque d’une similitude depart A est un similitude de rappo;t.

Ce théoreme permet de fabriquer de nouvelles sinds.
Ainsi, on peut, sur des exempleschercher les écritures complexes de la comptisée
rotation et d'une homothétie, de la composée dhoraothétie et de la symétrie orthogonale
par rapport a I'axe des abscisses, etc.

Ces exemples permettront :
d’une part de montrer que la composition des simiés n'est pas commutative ;
d’autre part, d'observer gu’a chaque fois la sitmile considérée a une écriture complexe du

type z0 az+b oudutypezl az+b (avecanl®etbOl).

On peut, & ce niveau, établir que toute transfdomat'écriture complexezll az+b ou zI az+b

(avecarl“ etbd0 ) est une similitude de rappda) .
Démonstration.
1. SoitT une transformation d'écriture complexdl az+b (300 [). Soit M et N des points du plan

d’affixes respectivem, etn. Les points image§(M) et T(N) ont pour affixes respective®’=am+b et
n'=an+b. On a donan'-n'= a(m— n). En passant aux modules, on obti&fi) T(N) :‘a‘MN .
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2. Méme démonstration avec une transformafiatécriture complexezll az+b (a0 [), avec cette fois
m-n'= a(m - ﬁ) =a im— n} et, sachant que deux nombres complexes conjuguidés méme module, on
aboutit encore ar (M) T(N) = |a| MN .

« Mais, dans le but d’étudier les similitudes en géh&’est au probleme réciproque qu'il faut nous
intéresser.

V. Effet d’'une similitude plane sur un angle.
» Théoreme 3.
Si T est une similitude alofE conserve les angles géométriques. ‘
Démonstration.
Notons A le rapport de la similitud& . Etant donnés des points A, B et C (ave¢ B et A ZC)
d’'images respectives A’, B’ et C’ pds les égalitésA'B'=AAB  A'C'=AAC B'C'=ABC etla
relation d’AL-KASHI permettent d’établir 'égalitéosA = cosA'. On en déduit I'égalitén = A'.

VI. Les similitudes planes directes.

1. Définition 4.

On appelle similitude directe toute similitu@i€ui conserve les angles orientés, c’est-a-dite tel
que,
pour tous points M, N, P et Q (avét Z N et P#Q), on ait :

(T(M)T(N) TPTQ ):(M N,PQ )

2. Exemples.

« Les translations, les rotations, les homothétiéggngmcelles de rapport négatif !) et, en particulier
les symeétries centrales sont des similitudes dise®lus généralement, toute transformation
d'écriture complexezl az+b est une similitude directe.

Démonstration.

Soit T une transformation d'écriture complexdl az+b (300 |:). Soit M, N, P et Q (avet # N
et P# Q) des points du plan d’affixes respectivesn p etq. Les points image§(M), T(N), T(P) et
T(Q) ont pour affixes respective®=am+b, n'=an+b, p'=ap+b etg=aq+b,
Un calcul simple permet d’aboutir a I’égali{%ﬁ_—pl = ﬂ.

n-m n-m
L'égalité des arguments de ces deux quotients gegloes de conclure.

e La composée de deux similitudes directes et lstoamation réciproque d’une similitude directe
sont des similitudes directes.
Démonstration immédiate par propriété de consemati

3. Forme complexe d’'une similitude directe.
» Théoreme 4.

Les similitudes directes (planes) sont les trams&ions d'écriture complexgll az+b (avec
ad0d"etbO0).
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Démonstration.
On a établi au paragraphe précédent que toutefarametion d'écriture complex&ll az+b (a0[ [) est une
similitude directe. Réciproquement, considérong similitude directd et déterminons son écriture complexe.
Soit P, Q et M (ave® # Q et P# M) des points du plan d’affixes respectiyesg etz. Notonsp', ¢
etZ les affixes respectives des points imagesTpar
. . TP TM)_PM ( ) (——)
La traduction complexe des égali ) T(Q) PO et|\ TET(Q), TP)TM) |=|PQ,PM

7-0 z-
montre que les quotients% et

ont méme module et méme argument donc qu'ils &gatix.

q-p
En particulier en choisissant pour P et Q les paifaffixes respectives 0 et 1, on obtient , pout t
z#0, ; =z, égalité qui s'écritz=(q'—p') z+ p'. Cette égalité étant vérifiée encore paw 0,
a-p

on aboutit bien & une écriture complexe du tgge az+b (a0[ [).

4. Angle d’'une similitude directe.
» Théoreme 5 et définition.
Soit T une similitude directe.
L’angle orienté de VeCteUI(SM N,T(M)T(N) ) ne dépend pas des points distincts M et N et est
appelé angle de la similitude diredte

Démonstration.
On utilise I'écriture complexel az+b deT. Soit M et N des points du plan d'affixes respaxtm,

etn. Les points image§(M) et T(N) ont pour affixes respective®=am+b et n'=an+b.Ona

donc m-n'= a(m— n). En passant aux arguments , on obt(aﬂ , T(M)T(N) )= arg@) -

Remarque : une mesude de cet angle est un argument du nombre comglebee!’écriture complexe
zU az+b deT.

Exemples :
Une translation est une similitude directe de rappet d’angled =0.
Une homothétie de rappokt>0 est une similitude directe de rapplset d’angled =0.
Une homothétie de rappodkt<O est une similitude directe de rapperk et d’angled =7
Une rotation d’angl® est une similitude directe de rapport 1 et d’arfigle

« Angle d’'une composée, angle d'une réciproque.
1. SiT, etT, sont des similitudes directes d’angles respegtifet 0 ,, alors la composég, o T,

est une similitude directe d'anglé, + 0 , .
2. SiT est une similitude directe d’andle alors la transformation réciproque Test une
similitude directe d'angle 6 .

Démonstration.
1. Une démonstration consiste a utiliser la définitile I'angle d’une similitude directe et de la
relation de Chasles relative aux mesures des angkses :

M et N étant deux points distincts du plan, laikiode directeT, T, a pour angle

(Wi T oT(M) T oT.(N) )

(mw T oT(M) T =T(N) )=(Mn T.(M) T.(N) )+ (Tl(M)Tl(N) T oT(M)T =T (N) )

c’est-é-dire(M N, T T (M) T oT(N) ) =0,+0,.

Une autre démonstration peut consister a utilegEcritures complexeé[I azt bl et
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z[l a z+ b2 respectives des similitudes directgset T, , et la propriété relative aux arguments

argla, xa,)=arga,) +arga,) .
2. NotonsT' la transformation réciproque de la similitude dieT.
On sait quel ' est une similitude directe. Notofs son angle.
OnaT'T =id . Or l'identité étant une similitude directe d’aaglul. La partie 1 du théoréme
permet alors d'établir qué +6 '=0.

Ce résultat et celui relatif au rapport d’'une cosgmpermettent de déterminer la nature de la
composée de deux similitudes direclest T, .
Par exemple :

Si T, est une similitude directe de rappdit et d’angIeE , et siT, est une similitude directe

Vg . S .
de rapportd; et d’angIeE , alors la composég, ° T; est une similitude directe de rapport

A1 %A, et d’angle”?, c’est a dire une homothétie de rappor —1, %4, .

Dans les études de configurations de fagcon puregsrhétrique, on pourra étre amené a rechercher
la nature de la composée de deux similitudes disect

5. Paoint fixe d’'une similitude directe.
» Théoreme 6 et définition.
Une similitude directe qui n’est pas une transtadmet un et un seul point fixe, appelé centre de
la similitude directd.
Démonstration.
On utilise I'écriture complexezll az+b deT et on résout, dans le cast 1 ; I'équation az+b=1z,
Les moyens géométriques de déterminer le poindfixes similitude directe sont hors programme.

6. Description géométrique des similitudes directes.
» Theéoreme 7 et définition.
Soit T une similitude directe. Notons son rapport € son angle.
1. SiA=1et 6 =0, alorsT est une translation.
2. Sinon,T admet un unique point fix@ et, si I'on désigne parla rotation de centr€ d’angle
0 et parh 'homothétie de centr€ et de rappord, ona T =roh=hor .
On dit alors qué est une similitude directe a centre, plus préceséma similitude directe de
centreQ, de rapportd et d’angled .
L'écriture T=roch=hor est appelée la forme réduite de la similitudea&e.
Démonstration
On utilise I'écriture complexell az+b deT. On sait que*a‘ =/ etquearg@) =6 .
1°)SiA=1et 6 =0, alors a=1 etT est une translation.
2°) Sinon,a# let d'aprés le théoréme B,admet un unique point fix@ dont I'affixe est notéex .
L'égalitt aw+b=w permet d'obtenir I’équivalenc(az'= az+ b) - (z'—w= a(z- a))).

L'écriture complexezl z' deT est donc telle quer—gy= e ® (z- w) - Il suffit alors de montrer

querch ether ont également pour écriture complex8 Z' avec z—gy= 1¢'° (z2-w) -

Exemples :
L’homothétie de centr€ et de rappork >0 est la similitude directe de centfk, de rapport
k et d’'angled =0.
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L’homothétie de centr€, de rappork <0 est la similitude directe de centfk, de rapport
-k etdangled =7,

La rotation de centr® et d'angled est la similitude directe de centtk, de rapport 1 et
d'anglef .

On pourra faire remarquer sur un exemple que, ler$fomothétieh et la rotatiorr ne sont pas de
méme centre, on n'a plus forcément I'égalitéh=hor .

On pourra également remarquer qu'étant donné urt pbid’affixe & , les similitudes directes de
centreQ sont les transformations du plan d’écriture coxplell z' avecZ-« =a(z-«) oua est
un nombre complexe non nul.

7. Similitudes directes et couples de points.
e Théoreme 8.
Soit P, Q, P’ et Q’ des points du plan tels qt&Q et PZQ'".
Il existe une et une seule similitude directe gamnsforme Pen P’ et Q en Q'.

Démonstration
On recherche des nombres complexéson nul) eb tels que la similitude direcfed’écriture

complexezll az+bsoit telle queT (P) =P et T(Q)=Q'.
Si I'on désigne pap, q, p’ et q' les affixes respectives des points P, Q, P’ etd@’est amené a résoudre

aptb=p
le systéme{ a2+ b—qp' d’inconnue(a,b)DD “x[ . Le fait que I'on aitP # 4 assure I'existence et

I'unicité d’une solution dandl x[I , et, sachant que I'on B'# d', on démontre qua est non nul.

Remarque.
Il résulte du théoréme précédent qu’une similitddecteT est entierement déterminée par la donnée
des images P’ et Q' de deux points distincts P.et Q

1\

La similitude directél a alors pour rappov :P_g et pour angl® = (P—Q P_(j)

Mais les moyens géométriques pour détermineelgtre d'une similitude directe a centre définie par
deux couples de points ne sont pas au programme
Certains cas particuliers sont toutefois & conaaitr

e Si PT;}:@ alorsT est la translation de vecteRP .

e Si W‘j‘: k ﬁj (‘aveck réel non nul, distinct de 1), alofsest une homothétie de rappkkt on
connait des moyens géométriques pour construireesune a partir des points P,Q, P’ et Q’.
En patrticulier, siﬁj‘: —P_(i), alorsT est la symétrie centrale dont le centre est lemdu
segmenl{PP] .

« Siles vecteur% et ﬁ sont distincts mais de méme norme, aloest une rotation d’angle

0= (ﬁj W‘j) et, en général, on peut construire son centre(saction des meédiatrices des
segments [PP’] et [QQ’] dans le cas ou ces deuxatrdmks ne sont pas confondues).

8. Application a I'étude des déplacements du plan.
Les déplacements du plan sont des similitudes plaliectes particulieres. Leur étude découle
directement de I'étude générale des similitudesqdalirectes.

» Deéfinition 5.
On appelle déplacement du plan toute similitudegirecte de rapport 1 c’est-a-dire toute
isométrie du plan qui conserve les angles orientés.
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¢ Forme géométrique des déplacements.
Il résulte directement de I'étude des similitudeedes (théoreme 7) que les déplacements du plan
sont les translations et les rotations.

e Ecriture complexe des déplacements.
Il résulte directement de I'écriture complexe d'wimilitude directe que les déplacements sont les

transformations d’écriture complex@d) az+b avec|a|=1.

Aucun résultat spécifique a la composition desalégghents n'apparait dans les programmes. Pour
composer deux déplacements, on pourra :
ou bien utiliser les écritures complexes ;

ou bien utiliser le fait que la composée d’une Kinte directe de rappod; et d’angled ;, et
d’une similitude directe de rappoft et d’angled , est une similitude directe de rappdit< 4,
et d'angled, + 0.
Dans le casb, + 0, #0 ou la composée est une rotation, la construagi@ométrique du centre de
cette rotation n’est pas au programme.

9. Effets des similitudes directes sur certaines ctigurations.
Les propriétés qui suivent seront fréquemmentgétis dans les exercices d’études de configurations
ou de recherche de lieux géométriques exploitansilmilitudes directes.
» Effet d'une similitude directe sur un barycentre.
Toute similitude directe conserve les barycen#esrement dit, étant donnée une similitude directe
T, si G est le barycentre d’'un systéme de pointsi@xms{( P, 0/1), ( P, 0'2), ( P, an)}, alors
son imageT(G) est le barycentre du systéme im{léé’ ®).a), (TR).a,), ... (T®).a,)}.

Démonstration.
Le théoréme d’associativité du barycentre étabpmemiere S permet de montrer que tout baryceptdggnit a
partir de barycentres de deux points. Il suffit clde faire la démonstration dans le ¢es2.

Soit T une similitude directe ezl az+b (a0[ [) son écriture complexe.

Soit {( P, a), ( Q. ﬁ)} un systéme de points pondérés a@etS# 0. Notons G le barycentre de
ce systemep, getg les affixes respectives des points P, Q et G, fat gui, g’ et g’ les affixes
respectives des points imagge®), T(Q) etT(G).

Onap=ap+b,g=aq+b etg'=ag+b.

Un calcul simple donne alora(p'—g')+ ,B(q'—g') = a[a(p - g)+ ﬁ(q - g)] (égalité *)

Or, par définition du barycentre G, omaab+ B (?(j =0 donc a'(p— g)+ ,B(q - g) =0.

L'égalité * donnea(p-g')+ B(q-g')=0, cest-a-direq T(G)T (P)+ B T(G)T(Q)=0, ce qui
prouve que le poirt(G) est le barycentre du systéme ima{gﬂél’ ™), 0/), (T(Q), /3’)} .

« Effet d'une similitude directe sur une droite, un £gment.

Les similitudes directes transforment toute dreitaune droite, tout segment en un segment.
Plus précisément, étant donnés deux points distihet Q :

1. limage de la droite (PQ) par une similitudesdieT est la droite T(P) T(Q)) ;

2. limage du segmer[lPQ] par une similitude direcf€ est le segmer‘ftT (P)T(Q)].

Démonstration.
Elle s’appuie sur les caractérisations barycengsqdiune droite et d’'un segment, au programmeahctr
commun de Terminale S.

1) Image de la droite (PQ) par une similitude ctieeplaneT.

a) . Soit M un point de la droite (PQ). Prouvons tpipointT(M) appartient a la droitel(P) T(Q)).

M étant un point de la droite (PQ), il existe desbres réelg? et 8 de somme non nulle tels que M

soit le barycentre du systéme de points pond%’}(é%, a'), (Q, ,6’)} .
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La similitude directel conserve le barycentre donc le pdifi¥) est le barycentre du systéeme image
{(T®),a), (T(Q), B)}-On en déduit que le poili(M) appartient a la droiteT(P) T(Q)).

On a prouvé que I'image de la droite (P Q) Past incluse dans la droit&(P) T(Q)).

b) Réciproquement, soit N un point de la droif@P] T(Q)). Prouvons que le point N est I'image par
d’un point de la droite (PQ).

NotonsT" la transformation réciproque de la similitude diegT. On sait quel  est une similitude
directe. Donc un raisonnement analogue a celai)dnontre que le point ' (N) appartient & la droite (
T'[T(P)], T'[T(Q)]) & savoir la droite (PQ). Posons M=N) . Ce point M appartient a la droite (PQ)
et, par définition de la transformation réciprogue, on a NI(M).

On a établi I'inclusion réciproque.

2) Image du segmer{PQ] par une similitude directe plafie

Méme démonstration par double inclusion que podrdéte avec, cette foig et B de méme signe.

A propos des réciproques des démonstrations prétjeitons un extrait de la brochure
« Accompagnement des programmes en classe de ReeBniequi peut paraitre encore valable niveau
Terminale S :

« On peut observer que certaines réciproques ¢gample, pour montrer que I'image d’'une
droite est une droite) paraissent inutiles aux ydexa plupart des éleves : peut-étre vaut-il
mieux y revenir plus tard lorsque certaines rechescde lieux géométriques auront montré le
caractére indispensable de cette réciproque. »

+ Effet d'une similitude directe sur un cercle.

Les similitudes directes transforment tout cerdeie cercle. Plus précisément :
1. I'image d’un cerclé€C de centre | et de rayon R par une similitude d@&ale rapportd est le
cercle de centr&(l) et de rayo R .

2. étant donnés deux points distincts P et Q ajendu cercle de diamétfé’Q] par une similitude

directeT est le cercle de diamét[ér (P)T(Q)].

Démonstration.
1) Image du cercl€ de centre | et de rayon R par une similitude dir@taneT de rapport/ .
On procede de nouveau par double inclusion.
a) . Soit M un point du cercl@. Prouvons que le poiff{M) appartient au cercl€’ de centrel(l) et de

rayon AR .

M étant un point du cerclé de centre | et de rayon R, orll =R,

La similitude directel a pour rappord donc T(I) T(M) =AR . On en déduit que le poifitM)
appartient au cercl€' de centreT(l) et de rayond R .

On a prouvé que I'image du cer@eparT est incluse dans le cercle .

b) Réciproquement, soit N un point du cer€le. Prouvons que le point N est I'image fad’'un point
du cercleC.
Notons T' la transformation réciproque de la similitude diesT. On sait quel * est une similitude

. 1 . R . g
directe de rappor{/]—. Donc un raisonnement analogue & celui du a) mayte le pointl ' (N)

. : 1 R .
appartient au cercle de centre[T(1)] et de rayon;x (/1 R) a savair, le cercle de centre | et de rayon

R, c’est-a-dire le cercl€. Posons M3 " (N) . Ce point M appartient au cercleet, par définition de la
transformation réciproqué ', on a NI (M).

On a établi I'inclusion réciproque.

2) Image du cercl€ de diamétre[ PQ] par une similitude directe plafe.

Notons | le milieu du segmelﬁPQ] . C est donc le cercle ayant pour centre le pointplassant par le
point P. D’apreés la propriété énoncée au 1., I'ieég cercleC par la similitude direct& est le cercle
C' ayant pour centre le poifi{l) et passant par le poifi{P)

Page 11 A.Leroy



Académie d’ORLEANS TOURS. as similitudes en Terminale S spécialité

Or la similitude directd conserve les barycentres donc en particulier iésur. Le point | étant le
milieu du segmen[ PQ], son imagd(l) est le milieu du segment imaéé’ (P)T(Q)] .
Finalement, le cercle image' est le cercle de diamét{& (P)T(Q)] .

VII Etude générale des similitudes planes

L’étude complete et la classification des simil@adplanes « non directes » ne sont pas au
programme. Il est juste question de déterminer léariture complexe (théoréme 10). L'obtention de
cette écriture complexe repose sur le théoreme@iotement au programme.

D ‘autre part, dans le but d'étudier des configuoais et de retrouver les triangles semblables
introduits en seconde, il semble utile de rechartleéfet d’'une similitude (plane) non directe sum
angle orienté. A priori, une telle similitude poaitrconserver certains angles orientés et transtarm
les autres en des angles de mesures opposéesplder de similitude « indirecte », on attendra de
prouver que toute similitude plane non directe sfanme chaque angle orienté en un angle de
mesure opposée (théoreme 11).

1. Ecriture complexe d’'une similitude non directe

e Théoréme 9.

1. Une similitude plane qui admet au moins troisiffixes non alignés est I'identité du plan.
2. Une similitude plane qui admet au moins deux{gdires distincts A et B est 'identité ou la
symétrie d’axe (AB).
Démonstration
Commencgons par remarquer que si une similifigesséde au moins deux points fixes distincts B et
T(A)T(B) _AB

- :1 y . san
AB AB donc que c’est une isométrie.

1. SoitT une similitude plane admettant (au moins) troisyfgofixes A, B et C non alignés.

D’apres la remarque précédentegst une isométrie. Prouvons alors, par un raisoené par I'absurde,
queT est l'identité du plan.

¢ Supposons quE ne soit pas l'identité du plan. Il existe alara point M dont I'image parF est
distincte de M. Tout point fixe | dE est alors tel quéT (M) =1M . On en déduit que tous les points

fixes appartiennent a la médiatrice du segn{Mﬂ'(M)], ce qui est contradictoire avec le fait que

admet trois points fixes A, B et C non alignés.

2. . SoitT une similitude plane admettant (au moins) deuxtsdires A et B distincts. Considérons un
point C n'appartenant pas a la droite (AB).

Premier cas C est fixe. Dans ce cabgst, d'apres 1, I'identité du plan.

Deuxieme cas C n'est pas fixe. Dans ce cas, d’apres la recepyéliminaireT est une isométrie. A et

B étant fixes, on A T(C) =AC et BT(C) =BC . On en déduit que la droite (AB) est la médiatdoe

segmem{ CT(C)] . Notons s la symétrie axiale d’axe (AB). On catestalors que la composée T

laisse fixes les points A, B et C. non alignés.m@w® cette composée est une similitude ( en tant que
composée de similitudes) on peut lui appligueékuttat du 1. On en déduit qse T est l'identité du
plan ce qui prouve quEest la symétrie s d’axe (AB).

alors elle a pour rapport =

« Conséguence

Une similitude plane non direclepeut s’écrire sous la formE=0>s ousest une symétrie axial
et 0 une similitude directe.
Démonstration
Soit T une similitude plane non directe.
Considérons deux points A et B distincts. Les mimtagesT(A) et T(B) sont également distincts.
D’apres le théoréme 8, il existe une similitudeedie ¢ qui transforme A ef(A) et B enT(B).
Notons @' la similitude réciproque d€ et considérons la composée° T .

D

Page 12 A.Leroy



Académie d’ORLEANS TOURS. as similitudes en Terminale S spécialité

o'°T est une similitude en tant que composée de simds et elle admet A et B comme points fixes.
On peut donc lui appliquer le théoréme 9 .

Or 0'°T p’est pas lidentité, sinon, on aurdit=0 ce qui est contradictoire avec le fait qlieet 0

sont des similitudes respectivement non directiirette. On déduit alors du théoréme 9 qlieT est
une symétrie axiale s. De I'égalitE€°T =S, en composant « & gauche » gayon déduitT =g e s,

e Théoréme 10.

Les similitudes (planes) non directes sont lessfamations d'écriture complexell az+b
(avecad " etbOl).
Démonstration

Soit T une similitude plane non directe. Dans le plan demsg on applique le raisonnement précédent
aux points A d'affixe 0 et B d’affixe 1. On en déidgue T peut s'écrire sous la formE=0 s ou s est
la symétrie orthogonale par rapport a I'axe desiabss e une similitude directe. On sait que s a
pour écriture complexgll Z et que la similitude direct€ a une écriture complexe du type
z[l az+b (a0 [). On en déduit que la compos€ea une écriture complexe du tygdl az+b (

annb).

On notera que I'étude de la forme géométrique daiisides d'écriture complex@ll az+b nest
pas au programme.

2. Effet d’'une similitude non directe sur un angle denté. Similitude indirecte.
» Théoreme 11 et définition

Toute similitude plane non directe, transforme tmgle orienté en I'angle de mesure opposée.
Autrement dit siT est une similitude plane non directe alors, pous faoints M, N, P et Q (avec
M#zN etP#Q), ona:

(T TN, TETQ )J=-(MN PG ).
Une similitude plane non directe est appelée dimidéi plane indirecte.
Démonstration

Conséquence immédiate de la forme géométrifjger < s obtenue précédemment, sachant que la
similitude directed conserve (par définition) les angles orientésuetlg symétrie axialetransforme
tout angle orienté en I'angle de mesure opposéele@uer résultat est déja connu des éleves.

Il est peut-étre aussi intéressant d’en faire Wraahstration par les nombres complexes, a partir de
I'écriture complexezll az+b deT:

Soit M, N, P et Q (avet N et P# Q) des points du plan d’affixes respectivea, p etq.
Les points image$(M), T(N), T(P) etT(Q) ont pour affixes respective®=am+b,
nN=an+b, p=ap+betq=ag+b,

Un calcul simple permet d’aboutir & I’égali{%i =4-P_ (Hj
n-m n-m m-n

On en déduit quarg{%) = —arg(q;gj . D’ou le résultat sur les mesures des angles.

3. Effet des similitudes sur certaines configuratios.
La formeT = o - s obtenue dans le paragraphe 1 ou des calculdldapsartir de I'écriture complexe

z0 az+b montrent gue l'effet d'une similitude indirecter sun barycentre, une droite, un segment,
un cercle se déduit de I'effet sur chacune de orgurations par une similitude directe.

Cela achéve les connaissances exigibles sur ledlilices quelconques. En particulier, les éléves
n’ont pas a connaitre leur forme réduite a savoir :
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Une similitude indirecte de rapport 1 (antidéplaaatt) est la composée commutative d’'une
symétrie axiale et d’'une translation de vecteurawMdirecteur de I'axe de la symétrie.

Une similitude indirecte de rapport k différent Hadmet un unique point invariadl et est le
composée commutative d’'une homothétie de céntet de rapport k, et d’'une symétrie axiale
dont I'axe passe par le poirfd .

Il est toutefois possible de faire des exercicexegenre de théme, mais le cas des similitudes
directes doit étre privilégié.

La détermination de la composée de deux symétxiagea n’étant pas au programme, les exercices y
ayant recours doivent étre accompagnés des indicstitiles.

VIII Triangles de méme forme ou triangles semblable s

1°) Triangles semblables en classe de Seconde

Définition

Dire que des triangles sont de méme forme siggifiis ont des angles deux a deux égaux.
On convient alors que I'on écrit les sommets homés respectifs dans le méme ordre.
Autrement dit :

Dire que les triangles ABC et A’'B'C’ sont de ménoerhe signifie que 'on ap =A', B=B' et
c=C.
On dit aussi dans ce cas que les triangles ABCRICAsont des triangles semblables.

Propriété caractéristique

1.

Si les triangles ABC et A'B'C’ sont de méme formlera il existe un méme nombre ré&b 0
vérifiant les trois égalitésA'B'=4 AB, B'C'=1 BC et CA'=A CA .

Réciproquement, s'il existe un méme nombre /EelO vérifiant les trois égalités :

A'B'=4 AB, B'C'=41 BC et C'A'=A CA | alors les triangles ABC et A’'B'C’ sont de méme
forme.

Selon le niveau de la classe de Seconde, on miftgul'implication 1 en s’appuyant sur I'étudesl
triangles isométriques et les propriétés de Thadess, il semble que la plupart des professeurs
admettent a ce niveau le résultat, préférant gatdéemps pour faire fonctionner cette propriété
caractéristique dans des études de configurations.

Le coefficient d'agrandissement-réductidnest appelé « rapport de similitude » !
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2°) Triangles semblables et similitudes en TerminalS (spécialité).
» Théoreme 12.
Etant donnés deux triangles ABC et A'B'C’, les srpiropriétés suivantes sont équivalentes.
1. Les triangles ABC et A'B'C’ sont semblables, c’'@stlire A =A', B=B' etC=C'.
2. |l existe un méme nombre rédl>0 vérifiant AB'=4 AB, B'C'=A1BC et A'C'=1AC,
3. Il existe une similitudd qui transforme Aen A, BenB' etCen C'.
Démonstration de : 1 implique 2.
Soit ABC et A'B'C’ des triangles semblables c'estize tels queA =A', B=B' etC=C'.
Les formules reliant les sinus des angles, lesaditén triangle et I'aire montrent la proportionitel
entre les cotés d’'un triangle et les sinus deseangbposés. Puisque les deux triangles ABC et A'B'C
ont les mémes angles, on en déduit la proporti@endé leurs cotés, ce qui établit 2.

Démonstration de : 2 implique 3. On suppose 2.
D’apres le théoréme 8, il existe une et une sanidiside directeT qui transforme Aen A’ etBen B'.

Premier cas T(C)=C',

Dans ce cas la similitudetransforme le triangle ABC en le triangle A’'B’Ct eépond donc au
probléme posé.

Deuxiéme cas T(C) #C',

Recherchons une autre similitude qui transforntedagle ABC en le triangle A’'B'C'.

PosonsT (C) =C" . NotonsH le rapport de la similitude directe PuisqueT transforme A en A’, B en
B,etCenC”, onaA'B'=uAB B'C"=xuBC et A'C"=pu AC par définition du rapport d’une
similitude. On déduit alors de I'hypothése 2 lealiégs # =1, A'C'=A'C" ¢t B'C'=B'C"

Les points C’ et C” étant distincts par hypothdss, égalitésA 'C'=A'C" et B'C'=B'C" montrent
que la droite (A’ B’) est la médiatrice du segmBiC”]. Notons Sla symétrie axiale d’axe (A'B’).
On vérifie alors aisément que la composgel transforme le triangle ABC en le triangle A'B’'QGe

qui acheve la démonstration.
Démonstration de : 3 implique 1. Ce résultat a ééaétabli (théoreme 3).

Il résulte de I'énoncé précédent que deux triangR€ et A'B’C’ sont semblables si et seulement si
il existe une similitude plan€ qui transforme A en A’, B en B’ et C en C’. On ramue alors que le
coefficient d’agrandissement-réduction, appelé oapge similitude des la classe de seconde est le
rapport de la similitud@.

Dans les études de configurations, la présenceahgles de « méme forme » peut suggérer le recours
a des similitudes, voire des isométries.

3°) Triangles directement semblables et trianglesiversement semblables.
Considérons deux triangles semblables ABC et A’'BICéxiste donc une similitud€ qui transforme
AenA,BenBetCenC.
On a deux possibilités :
1. (aB,AC)=(AB,AC).

Dans ce cas, la similitudeest nécessairement directe et on a alors :

(B'C', B'A' ):(BC, BA ) et(C'A',C‘B'):(CA,CB )
2. (AB,AC)=-(AB,AC)

Dans ce cas, la similitudeest nécessairement indirecte et on a alors :

(8C.B'A )=-(BC,BA ) et(cA,CB)=-(cA,CB).
» Définitions.
Deux triangles semblables sont directement sendsdadil y a égalité des angles orientés
correspondants.

Deux triangles semblables sont inversement sendsablles angles orientés correspondants sont
opposés.
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Remarques sur les programmes.
Les équivalences du théoréme 12 ne sont pas d@gplient au programme. Toutefois :

1.

On démontrera qu’une similitude envoie tout tgknsur un triangle semblable et qu’elle
conserve les angles.

Réciproquement, toute transformation ayant I'uneek propriétés est une similitude mais ce
résultat n'est pas au programme : le professeurseove la liberté de le faire ou non en exercice.
On démontrera qu’une similitude directe envoig taangle sur un triangle directement
semblable. En exercice, on peut établir la récipreq étant donnés deux triangles directement
semblables, il existe une unique similitude diregteenvoie le premier sur le second.

On peut aussi remarquer qu’une transformatiorptdun est une similitude directe si et seulement
si elle conserve les angles orientés (car elle enators tout triangle sur un triangle directement
semblable) mais il n’est pas indispensable d’endans ces détails.

Propriété

Soit T une similitude directe a centr®, le centre dd, P et Q deux points quelconques du plan
distincts et distincts d@, P’ et Q’ les images respectives des points P @arQ@. Alors :

1. Lestriangle PQ etQ P’'Q’ sont directement semblables ;

2.

les triangle) PP’ et Q QQ’ sont directement semblables.

Démonstration.

1. Le pointQ étant invariant par la similitude directecelle-ci envoie le triangl€ PQ sur le
triangle Q P’Q’ directement semblable.

2. Pour prouver que les triangl€sPP’ et Q QQ’ sont directement semblables, il suffit de treuv
une similitude directe qude centreQ quitransforme Pen Q et P’ en Q'.
Notons&@ , p, g, p’ et les affixes respectives des poirts, P, Q, P’ et Q’.
On sait qu’une similitude directe de cenfe est caractérisée par une écriture complexe du type
zll 7z avecZ-w=a(z-w), ova est un nombre complexe non nul.
T est une similitude directe de cent donc il existe un nombre complexe non at¢l que
I'écriture complexe d& soit z0 Z' avec Z-w=a(z-w) .
Or T transforme P en P’ et Q en Q donc on a les &mlip'-w=a(p-w) etq-w=a(q-w).

-w -w

On en déduit I’égalitéq,fw = h . Ainsi, il existe un nombre complexnon nul tel que
g-w=a (p-w) etq-w=a (p-w). La similitude directe d’écriture complexall z' avec
Z-w= a'(z-w) transforme donc P en Q et P’ en Q. Comme ellew pentreQ , elle envoie le
triangle Q PP’ sur le triangleQ QQ’ directement semblable.

Conséquence. Etant donnés des points A, B et Quels # B et A # C. NotonsT la similitude
directe de centre A qui transforme B etAlhrs pour tout point M distinct de A,

les triangles ABM et AC(M) sont directement | les triangles ABC et ANI(M) sont directement

semblables, semblables, et on en déduit, par exemple que les
angles du triangle ANKM) sont indépendants du
point M.

T(M) T(M)
M
C C
A B A B
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